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Série d’exercices n° 1
Exercice 1
Soit G =| — 1; 1. On munit &G de la loi suivante

Tty
1+zxy

Yo,y G Try=
Montrer que ((7, *) est un groupe abélien.

Exercice 2

Soit (G, #) un groupe tel que x » x = e, Vir € G. Montrer que le groupe (G est commutatif.

Exercice 3

Montrer que H est un sous-groupe de (Z, +) si et seulement si

IneN H =nZ

Exercice 4

On munit I'ensemble R de la loi de composition
zoy= Y23+ F

Montrer que (R, #) est un groupe isomorphe a (R, +).
Exercice 5

Soit (G, ») un groupe non-abélien. On note e son élément neutre, et ="' le symétrique de = dans (G, #).
1. Pour tout a € G, on définit I"application f, : (G, *) —» (G, %) par

fulz)=aszea!

Montrer que f, est un morphisme de groupes. f, est-il injectif ? surjectif ?
2. Soit F' = {f, | a € G}, muni de la loi de composition o,

a. Montrer que fo 0 f = faup, pourtout (f,, fi) € F2,

b. Montrer que (£, o) est un groupe.

Exercice 6
Soit (G, *) un groupe cyclique engendré par r, d'ordre |G| = m € N*. On note ¢ son élément neutre.

1. Montrer que I'ensemble {k € N* : ¥ = ¢} est non-vide.
2. Onnote p = min{k € N* : z* = ¢}, et on pose

A={z* ; 0<k<p-1)
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Montrer que card(A) = p.
3. Montrer que A = G. En déduire que in = min{k € N* © 7% = ¢}.
4. Soit k € N. Montrer que z* est génératcur de G si et seulement si m et k 50Nt premicrs entre eux.
Exercice 7 (Groupe Z/nZ)
On se fixe un n € N*. Soient a,b € Z. On dit que a est congru & b module n, ¢t on écrit a = bin], s'il
existe k € Ztelque b — a = kn,

1. Montrer que la relation de congruence modulo n est une relation d"équivalence. Déterminer les
classes d'équivalence associées.

2. On note Z/nZ I'ensemble de ces classes d'équivalence. On munit Z/nZ de la loi
a+b={z+y :z€detycbh}

Montrer que @ + b = a + b, Va, b € Z/nZ. En déduire que + est une loi de composition inteme
sur Z/nZ.

3. Montrer que (Z/nZ, +) est un groupe cyclique et déterminer son générateur.
Remarque : (Z/nZ, +) est appelé le groupe quotient de Z par nZ.

Exercice 8
Soit f un homomorphisme d'un groupe fini (G, ») dans un groupe (H, L).
L. On définit la relation

TRy & sym(z) «y € ker(f), Vz,y€G.

Montrer que 2Ry ¢ f(z) = f(y). En déduire que R est une relation d'équivalence sur G.

2. Soient ¥y,. .., ¥, les classes d’équivalence associées 2 W, ol z1,...,7, € G sont deux A deux
distincts. Alors le quotient de 'ensemble G par la relation d'équivalence R s'écrit

G/R = {Z,,...,%a}
Soit I'application
w:G/M - Im(f)
T = [fzi)
Vérifier que p est bijective.
3. On considere I’application
V:G/Rxker(f) -+ @G
Zoy) —» zixy
Montrer que v est bijective,
4. En déduire que
card(G) = card(ker(f)) x card(Im(f))
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