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Série d'exercices n°1

Exercice 1
Soit G=1;11.On munit i de la loi suivante

Yz,yEG T*y 1+ry

Montrer que (G,)est un groupe abelien.

Exerclce2
Soit (G,+) un groupe tel que r* r =e, Vr e G. Montrer que le groupe GF est commutatu.

Exercice3
Montrer que H est un sous-groupede (Z,+)si et seulementsi

3!ne N H nZ

Exerclce4

On munit l'ensemble R de la loi de composition

Montrer que(R,*) est un groupe isomorphe à (R, t).

Exercice 5
Soit (G,*)un groupe non-abélien. On note e son élément neutre, etle symétriquede rdans (G,).

1. Pourtout a E G, on définit l'application fa :(G,)(G,)par

Ja(r)=ar*a"i

Montrer que fa est un morphisme de groupes. fa est-il injectif ?surjectif?

2. Soit F {Wala e G}.munide la loi de composition o.

a. Montrer que Ja o fo
=

favbr pour tout (fasfo)€ FF,

b. Montrer que (F,o) est un groupe.

Exereice 6
Soit (G,) un groupe cyelique engendré parz,d'ordre |G

=m E N'. On notee son élément neutre.

1.
Montrerque

l'ensemble (ke N*:=e} est non-vide.

On note p min{ke N* :*=e), et onpose

A ={:0kSp-1
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Montrer que card(4)
=p

3. Montrer que A -G.Endeduire que m =min{ke N° r* =
e).

4. Soit k e N.Mootrer que r"est générateurde G si et seulement si m et k sont premiers entre
eux

Exercice 7 (Groupe2/n2)
On sehxe un n E N.Soienta,0 E L.On dit que aest congru à b modulon,et on écrit a=oinj, Su

existe k E Z tel que b -a-kn.

.Montrer que
la relation de congruence modulo n est une relation d'équivalence.

Déterminer les

classes d'6quivalenceassociées.

2. On note Z/nZ l'ensemblede ces classes d'équivalence.On munit Z/nZde la loi

a+b= {z +y :r€� ety€ b}

Montrer que � +b=a +b,va, b € Z/nz.En déduire que +est une loi de composition inteme

sur Z/nZ.

3. Montrer que (Z/nZ,+) est un groupe cycliqueet déterminer son généraieur.

Remarque (Z/nZ,+)est appelé le groupe quotientdeZpar nZ.

Exercice 8
Soit funhomomorphismed'un groupe fini (G,*)dans un groupe (H,L).

1. On définit lu relation

zRy sym(r)*y € ker(f), Vz.yEG.

Montrer quezRy tfa)-fu).En déduire queRest une relation d'équivalence surG.

2. Soient71,. 7,les classes d'équivalence associées à 93, od Fi,F € G sont deux à deux

distincts. Alors le quotientde l'ensembleG par la relation d'équivalence s'écrit

Soit l'application

p:G/ Im(f)

T (a)
Vérifier que p est bijective.

3. On considère l'application

:G/xker(/) G
(9) Ii*y

Montrer que ý est bijective.

4. Endéduire que

card(G)= card(ker{f)) x card(Im($)
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